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IT - TRAITEMENT MATRICIEL DES SINGULARITES ET DISCONTINUITES,

Nous avons, dans le chapitre précédent, établi 1l'expression
de la matrice transfert globale d'un ensemble de refends et de profils
ouverts réguliers travaillant conjointement en flexion et torsion, et
pouvant se comporter indépendamment les uns des autres en compression-

traction,
Le présent .chapitre va nous permettre de prendre en compte
matriciellement trois types de singularités couramment rencontrées en

calcyl de contreventement

e Présence de linteoux & certains niveaux, reliant deux

é1éments de contreventement distincts, ou deux points d'un m&me élément

o Discontinuité géométrique ou mécanique de la section

transversale totale.

e Fondation sur sol élastique,
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I1.1, -~ Prise en compte des linteaux,

Le r3le des linteaux est essentiel dans le calcul des

contreventements :

e Ils augmentent, souvent considérablement, la rigidité

des structures, en s'opposant o leur déformation,

o Ils introduisent des termes de couplage liant les fonc-

tionnements de flexion, torsion et compression-traction,

Nous allons, au cours de ce paragraphe, introduire la
matrice~transfert de passage de niveaux & linteoux, relicnt le vecteur
état de la section située juste cu~-dessus des linteaux & celui de la

section situé juste au-dessous,

Solent

t ¢ Lo cote de la section étudiée, comportant un ou plusieurs linteau
n : le nombre des linteaux dans la section t.
k : un quelconque de ces linteaux. 1 ¢ k ¢n

m : le nombre d'éléments de contreventement (refends ou profils ouver
composant la section t,
(On supposera ici que ces éléments ne présentent pas de disconti-

nuité géométrique ou mécanique & la cote t)

k, et k2 : les numéros des deux éléments de contreventement reliés par '

le linteau k (éventuellement k] = k2)' Par convention, l'encostre{

sur k} sera l'origine du linteau et celui sur k2, son extrémité,

Ok .(XG r Y6 ) et Gy (XG r Y ) les centres de graviiés des élément%
1 ke . Tk 2 k i
1 1 2 2
k1 et k2 affectés de leurs coordonnées caortésiennes exprimées dans le

repére principal Cxy de la section globale,



M le point de milieu de travée du linteau k.

Mk (resp, Mk ) le point Mk’ considéré comme appartenant & 1'élément

2

(resp. k2) anrés coupure du linteau en Mk‘

élément kI élément k2

Xk1: Ykif&J k} : (Iesp. xkz, yk2,(¢)k ) les coordonnées généralisée:
2 -

principales de Mk (resp. Mk ) . Le qualificatif "principal” s'entend
] 2

~

par rapport & la section compléte du contreventement, et non par rappor!

aux seuls éléments k} ou k2 = cf, I.2.

Notons que : X = X = X
k] k2 k
ke T Mk, T

K, : La raidevr du linteav k, Ki peut tenir compte ou non des déformati
d'effort tranchant du linteau. On peut également calculer Kk en .
utilisant la correction proposée par MICHAEL (Réf. 29 ) pour teni
compte de la déformation des voiles ou niveau des encastrements. j
(Cette correction, dont nous reparlerons, consiste & augmenter lo%

portée du lintecu d'une fraction X.h'de sa hauteur)
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* Plus généralement, ce point est le point d'inflexion ( i.e. de momenﬁ
nul ) du linteou. ;



Déformation localisée des encastrements:

W .

\ e au lieu de

[

=]
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Nous noterons Tk l'effort tranchant dans le linteau k.

Par convention, nous supposerons :

T, > O si U(Mk],t) > U(Mkz,t)

Tk ¢ 0 si U(Mk},t) < U(Mkz,t)

D'oU l'expression olgébrique de Ty ¢
T () =K . (u(Mk},t) - u(Mkz,t))

Une coupure effectuée en Mk libére deux efforts verticaux

hyperstatiques opposés qui, avec nos conventions, seront :

gy

+ T T? en M
k k2

- —r
(k est le vecteur unitaire de l'axe vertical Cz)

é1lément ki élément k2
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L'invariabilité des distances horizontales mutuelles des élés
de contreventement entraine que les bords des éléments k} et k2 sont
paralléles, et que par suite, Mk est point de moment nul : la coupure «

Mk ne libére pas de moment hyperstatique,

Les deux efforts verticaux "Tk et Tk appliquent & la section

les facteurs statiques suivants :

wardpn e e — ———
T. K A G. G
= TN

k k1 k2
- Un bimoment : &;Bk = Tk . (u)kz _(*3k1)
- Deux efforts normaux : 23?? = - T.E en G

k} k k]

gg?? - + T Ken G
k2 k k2

Avec nos conventions du paragrophe I,2., les sauts d'efforts
internes au passage de lg section t, dus 4 l'action résistante des n

linteaux de cette section, s'expriment par les relations suivantes :

M) = M) -2 Ay

My(t+) = M7 - %; DM

B(t") = B(t7) - Zk‘_ B, k k

N (EF) = NS(ED) - % z_\_.Nk1 g j? ) kZANkz' 632
() symbole de Kronecker) (1¢jgm %

Soit encore

M () = M (8T 2 (g - vg, )T
!

<P . o
M () = (7)) - Zk (g, = %, ). Ty




B(t") =8 (t7) -2 (Wi ~ty) - T,
(" k
+y - j :

Nj (t7) = Ni (t7) + ﬁ Ei Tk 14 3i4&m

Avec € = +1 {resp. -1) si le linteau k o son origine (resp. extrémité)

encastrée sur 1l'élément j, et O dans les outres cas,

Or Tk = Kk . (U (Hk1, t) - U (MkZ’ t))

-

On:scit de plus que, pour i =1 ou 2

v (Mg £) = 0 (8) = Oy = xgpg) » v, (8)

- (Yki - kai) . V'y (t)

-~ W .8 (1)

Rappelons que Uki(z) est le déplacement longitudinal d'ensembl
de 1'élément k, & la cote z, et que ¢' est la composante de numéro
11+ 2k, de E(z).

D'autre part X1 = X0
Y = Y2

D'oll 1l'expression de Tk(t) en fonction de UkT(t)' Ukz(t), v'x(t),
v'y(t) et B (t) :

T8 = Ko Qo (8) = up(8) = Oxgpp = xgpa )+ V' ()

i R 76 4 0 04 ;
On constate clors que tous les sauts d'efforts internes | ex-

plicités en (1), sont combinoisons lindaires de v'x(t), v'y(t),

O'(t) et Uj(t) (1 £i«L mh.




Or, les v'x(t), v'y(t),e '(t) et Ui(t) étant continus en t,

leur valeur en t est aussi leur valeur en t . On aure donc finalement
M (87 = (T v (8 - R Oere = Yok Ooiz - okg)

| “v (27 - K (vor2 - Yo )’

Fr(tT) L 7K (g = vok) (Wi ~toyg)

A (Yore = Yoit) + &b+ v5 (87
", (+9) = M) P () E K (k2 = %6 Y

P () 2K G = xgia) Ogke = o)

"B (7). - K (512 = *gr1?) (W o ~Wiky)

J .U, ()
k U]()

m

iy Ke (xor2 = Xoua)
5 (£ =8 () + v, (1) L K (W =wig) G = i)
+viy (1) . =K (wip -why) (g0 - Yok1)
-0 (7). E K, (W ky =Wy )2

-

] —
_'zijiKk(kaz—u)H).ek.uj (+7)

N, (t%) = N, (27)- vy (t7) . 2K . 5;1 (g1 = *gk)

H
<
—~
(x
3
~—
A Poall |
N

]
Kk * Sk (Vc;kz - YGH)

+B8' (7). 2 K, - sg( (wk2 -wk])




Avec des nototions évidentes, et sous une forme condensée

Mx (t+) = Mx (t7) + m§ . v'x(t") + mi . v'y(t") +mg L8 (1)
2 -
+ j:] mx . Uj‘(t )

+ - £~ X . 1 +” b4 , s = B . ' -

Hy(t ) My (t7) + my v (t7) + my v y(t ) f my & (£7)
2 e
+j=} my . Uj (t )

B (¢7) =B (£7) + b . vt () + bVl v (27) % LB (t7)

N (E7) = N () + v () et v () B (8)

Tous les autres parométres du vecteur état E (z) restant
inchangés au passage du niveau t, E (t+) et E (t7) sont reliés

par la relation matricielle de la page suivante.

La matrice carrée (13 + 2m) x (13 + 2m) intervenant dans
cette relotion est la matrice transfert de pussage de niveau &

lintequx de cote t.

.
.




Passoge d'un niveau & linteaux

1

v erm
W
o

e e P
w

o

[as TN

D >

>
o

et ld cR P i iR RS

>

It

L N S

t

(43)7n

(L3} H
(4*) 8
(L3):9
(43) 6
()
()
S
(1) A
()7L
?3&
(43)7A

()7




I11.2. - Discontinuité de section,

Nous allons étudier dans ce paragraphe la tronsformation que
subit le vecteur état E(z) au passage d'une discontinuité brusque des

caractéristiques de la section globale du systéme de contreventement,

Cette discontinuité de section peut revétir différentes

formes

Discontinuité géométrique : Par exemple, changement de géemétrie d'un

ou plusieurs des éléments de contreventement, disparition d'un ou

plusieurs éléments de contreventement ..,

Discontinuité mécanique : Modification des caractéristiques mécaniques

£ et G de certains des éléments de contreventement,

Discontinuité géométrique et mécanique : Concomitcnce des deux types

de discontinuité précédents,

Nous allons étudier directement le 3&me cas, qui est le cas
le plus général, Les formules trouvées s'appliqueront évidemment aussi

aux deux premiers cas,

Soit t la cote de la section étudiée, présentant une discon-

tinuité géométrique et mécanique,

Nous donnerons l'indice 1 (resp. 2) aux grandeurs relatives

& la section 1 {resp. 2) située juste au-dessous (resp. dessus) de t.

i
f

Trongon 2

Section 2 (t+)

S

Cote t

Section 1 (t7)
Troncon 1




En particulier, soient :

3

C (resp. C2) le centre de flexion de la section 1 f{resp. ¢

(Nous rappelons que ce centre de flexion se calcule sur la section sans

linteaux : cf. chap. I).

C]x1y1 (resp, C2x2y2) le repére principal de la section }
(resp. 2) , rapporté au centre de flexion C1 (resp. C2')'

Gii' le (resp. Giz' Cj2) les centres de gravité et de flexior

de 1'élément de contreventement j, avant {(resp. a rés) la discontinuité
} P. ap :

(1¢5¢&m.

Remargues :

1 - Nous supposons pour le moment qu'il n'y a pas de disparit:
ni d'apparition d'éléments de contreventement & la cote t : le nombre
d'éléments de contreventement, m, est donc le méme dans les sections 1
et 2.

2 - Nous supposons que le niveau t n'est pas un niveau a

linteaux,

Ces deux hypothdses vont considérablement simplifier le
raisonnement. Nous pourrons nous en affranchir dans le chapitre suivant

par un simple raisonnement logique, et sans calculs supplémentaires,

Nous allons séparer 1'étude en deux parties, l'une concernant

les composantes géométriques de E(z), l'autre les efforts internes.

11.2.1., - Composantes géométriques

Ce sont les fonctions

v {z v {z . Déplacements horizonitoux du centre de flexion de lo
X Ty : :
section z, mesurds suivant les directions principales !

cette section,



56

v;(z), v;(z) : Dérivées/z de Yx(z) et vy(z).

8(z), 6'(z) : Angle de rotation de la section et dérivée/z,
uj(z) : Déplacement longitudinal d'ensemble de 1'élément de

contreventement j & la cote =z. (cf. p. )
Nous allons, en trois parographes successifs, établir les
formules de transformation de vx(t), vy(t) et 6 (t), puis de v;(t),

v;(t) et 0'(t), puis des Ui(t)'

a - Transformation de vx(t), vy(t), 6 (t)

Pour des raisons évidentes de continuité de la matiére,
il n'y a pas, en un point donné, de discontinuité des déplacements

horizontaux., On en déduit directement :

(1) Ot = 0(¢7)

Si on note %iﬁﬁﬂ et qi(M) les deux composantes de la
fléche horizontale d'un point M de la section t, mesurées dans le repere

principal Cixsys (i=1 ou 2)7 on a :

g,
q 2(M)

Zo(C1) = (y,(M) - yy(cy)) .« 8 (1)
120G + (i, (M) = x,(C1)) . 8 (%)

H

(Déplacement d'un point M soumis & une translation

(%2(C1), Y)Z(C])) et & une rotation 8 autour de C1, avec B

petit)

Si on prend M en C2 :

4 ,(Cy)
q 2(C2)

il
i

vx(t+)

vy(‘_c+)

& (C)) = (r,y(Cy) - yy(cy)) . 8 (4)
(1) + (x,(Cy) = x,(cq)) . B (¢)

]
1




Or :

%2((3]) = +§3(C]) cos (0(2 -0(1) + "]](C.E) sin (c><,2 _0{1
=5 1(¢y) sin (X, =0) + 1(c)) cos (X, ~ox,)

it

’) Q(CT )

s A
(Cixi, 0x)

avec o(i

D'oU, en remarquant que % 1(C])

I

vx(t+)

(11) Vy(t+)

+vx(t-)cos(o<2- O(]) + vy(ﬁ-)sin(uz—al) + y2(CT)' e.

5

((0XY) repedre général)

= v (t7) et () = vy(t*):'

v, (£)sin(ok 5 0) + v, (£)cos (0 ,-0) = xy(C;). B

Les valeurs de & 17 C(Z, YZ(C?) et x2(C]? sont facilement

calculables & partir des caractéristiques géométriques des sections 1 et °

b - Transformation

de wi(), vi(2), 0°(1)

Il existe des cas particuliers ol il n'y o pas forcément

continuité des dérivées premidres

la section t,

des déplacements en un point donné de

Considérons en effet l'exemple suivant :

C

cote 1 _:EEE.-

GJd

cote t c::rﬂﬂ“‘\\

cote O |
\J\

(encastrement)

On a 9'(t+) I (torsion pure)
&y

Or, B'(t™) ne dépend que de C et

des caractéristiques du trongon

(0,t), mais est indépendant de GJJ

On a donc, la plupart du temps :

Br(t*") £ o' (¢7)



e et s i

Nous allons établir, dans 1g démonstration gui suit, que
ces cas particuliers ol i1 existe une discontinuité des dérivées des
déplacements correspondent forcément @ des structures du type foisceau

de voiles plans, qui ont déja été écartées av paragraphe 1,6.2.

(Notons auparavant que nous avons, dans le chapitre I, supposé nulles

les déformations d'effort tranchant dans les voiles : par conséquent,

en flexion pure, on d toujours continuité de v;(z) et v;(z) au passage
de la cote t.)

Rapporions la section de cote t & un repére quelconque

fixy. Soient :

%'(z), V\'(z) . dérivées/z des composantes dans {Lxy du déplacement
horizontal de SL & la cote z.

j ¢ un quelconque des éléments de contreventement, de

section géométrique Sj pour z {1t et'S3 pour z % t.
i 2

Mo, M(s) : deux points de Sj A Sj . (s est une abscisse curvilig
1 2

& partir de Mo)

x(s),y(s),(ﬂ(s) . coordonnées généralisées de M(s), calculées dans L) xy,
avec SL pour pdle des agires sectorielles, et Mo pour

point initial,

Aprés déformation, lg différence de cote de deux points

M(s]) et M(sz), aqu niveau z, est @

oty ,2) - vty 2) = =G (@) (xe)xlsg)) - (=) (y(s7)=y(sp))
- 81 (2) . (w(sy)-0lsy)).

(M(s1) et M(sz) appartiennent au méme élément j).
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Pour des raisons de continuité de matiére :

oMy, t7) - u(M,,t7) = u(M],t"') - U(Mz,t+) VMM,

a> Vs, (lsy) = x(s) o (5008 - &0(8)
F ((s)) - ¥(s)) o (£ = (£

£ @(sp) ~w(sy) L (8187 - 81 (¢9) = 0

G Vspisy (X(sq) = x(s9)) LAZT(8) + (y(sq) = ¥{sp)).oaq (s

+ (W(sg) = W(s,)). A B (%) 0

i

Cas général : W (s])— u)(sz), X(S])“X(sz)r Y(Sq)—Y(SZ)

sont linéairement indépendants,
L*équation ci-dessus est donc équivalente & :
AZ(t)= by(t)= AB(t) = 0

Cas particuliers des voiles plans en faisceau :

3 kx' ky /W (s]) - Ld(sz) = kx(x(sl) - x(sz)) + ky(y(s]) - y(sz))
(I1 n'y a pas de gauchissement, la section reste plane)

Aprés transformation, on trouve gue l'équation ci-dessus

est équivalente au systéme suivant :

H
<

NG () + ko AN ©'(t)
ler]'(t) + ky ANR-ANES)

il
o
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Or, dans les structures du type faisceau de voiles plans,

EJ,y est nul, Par conséguent, 8'(z) = G%— (2)
d

(H(z) moment de torsion en z),

A B'(t) est donc imposé par les variations de H{z) et
GJd en t, On en déduit les valeurs de é.éi'(t) et C&v]‘(t) qui sont non
nulles,

Ce cas particulier des voiles plans en faisceau q été

écarté au paragraphe I.6,2, Nous supposerons donc dans la suite que
A%'(t)':Aq'(t) = DNB(t) = 0

On peut dans ce cas refaire pour v'(t), v (t) g (t)

le raisonnement du paragraphe {a) précédent et on trouve :

V(8= 4y ()08 bym oty vy (¢)sinGtym o) Dayy(G) o 87 (¢7)
(11D v;(t+)= -v;(t")sin(d2-0(l)+v;(t_)cosQX2—CK])-XZ(C]) . B'(¢T)

0'(+H)= 8'(t")

¢ - Transformation des uj(t)

Dans le cas général, il n'y a pas conservation, au passage
de la cote t, du deplacement longitudinal d'ensemble u. (t) de l'élément

de contreventement j.

Il y a en effet discontinuité de uj(z) dans les deux

cas courants sulvants

o La position du centre de gravité de j change au passage

de la discontinuité : fig, 1,

o La position du centre de flexion de la section totale

change au passage de la discontinuité : fig, 2 (pour
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plus de clarté, on a dons ce schéma réduit le systeme

de contreventement & un seul élément : le centre de
flexion de la section totole est confondu avec le centre
de flexion de 1'élément unique, Le saut de déplacement
longitudinal d'ensemble I\ uj(t) est du au gauchissement
de la section t).

Vocabulaire :

Nous appellerons "unité de contreventement i" la sous-

structure formée par l'empilement, trongon aprés trongon, des éléments

de contreventement de numéro je
(1¢jgm

Le structure ci~dessous est ainsi constituée de 3 unités

de contreventement : Dans chacun des 3 trongons, chacune des 3 unités de




contreventement est représentée par un élément de contreventement,

62.

trongon 3

trongon 2

LY

trongon 1

unité 1 unité 2 unité 3

Secient :

Cote %

: La cote de la section de discontinuité,

Une unité de contreventement quelcongue. 1 £ j (™
Cette unité est représentée par L'élément j, pour

z (Lt et 52 pour z > t,

: (resp. Gi ) le centre de gravité de 1'élément j]

(resp. jp).

Est un point donné, appartenant & la fois & la sectix
de ]] et & celle de j2 (ef. fig. ci-dessous), et don’
on connait 1'abscisse et l'ordonnée dans le repere

général (0XY), et les aires sectorielles pr1nc1pqles

avant et aprés la discontinuité de section de cote t

: élément j,
‘ R.
)
» p— * _______ ,

élément

unité j
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Dons la protique, on choisira un seul et mé€me point Ri
pour toutes les discontinuités de section de l'unité j, ce point appartenan

en projection & chacun des éléments constituont successivement l'unité j

On donnera olors les valeurs des
gires sectorielles principales de
:

R. dans chacun des trongons de

1'unité j.

Ce point Rj’ attaché & 1'unité j, sera appelé "point de

référence de 1l'unité j".

En indicant par 1 (resp. 2), les coordonnées généralisées

calculées dans le repdére principal de lao section t~ (resp. t+), ona :

uj(Rj,t') = uj(t") - &1(c) . (x](Rj) - x](Gj])
- () o by Ry - MGH)) ~w(Ry) . ©(8)
Uj(Ri’t+) = Uj(t"') - Z‘é(CZ) . (XZ(Rj) - XZ(sz))

- Y]'Z(CZ) . (Yz(R]) - YZ(Gj2)) - wz(Rj) . 'S ('t)
(Dans les membres de droite, on reconnait :

ler terme : déplacement longitudinal d'ensemble |
2&me et 3&me termes : déplacement longitudinal du & la
flexion

4d&me terme : déplacement longitudinal de gauchissement),
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Les 2éme et 3&me termes sont globalement invariants dans

un changement de repére, D'ol :
+y + '
us(Ry £7) = ui(x) -&,(c,) . (x(Ry) - x‘(Giz))

110+ (yy(Ry) - y}(sz)) - W,(R5) . 07(¢)

Oz E1(C,) = E1(c)) - (yy(cy) - vp(c)) . &' (t)

N1(C) = N (c)) + Gy(cy) - () . B (x)

D'autre part, pour des raisons de continuité de la matizre,

+ -~
AR, = AR, T ),
U](R]rt ) U](R}l )

On en déduit, aprés avoir remplacé E;T(C1 et V1](C})
par leurs équivalents v (t ) et v (t ) ¢

) (e = e () - O (65 ) - % (65.0) + vi(+7)
- (v (632) - y’(Gh)) cvp(E7) -2y L B (ET)
Avec : Qo= t«J](Rj) —Qz(Rj)
+ (Y}(Cz) - y1(C1)) . (X](Rj) - X](sz))
- (x](cz) - X1(C])) . (Y](Rj) - Y](sz))

+ . .. . .
u.(t") s'exprime donc comme une combinaison linéaire des

composantes de E(t7),

Passons maintenant aux transformations des efforts internes,
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I1.2.2. Efforts internes

i

Chaque unité de contreventement présente éventuellement

a la cote t une discontinuité de section.
Sj] (resp. 552) la section de j pour z ¢ t (resp., =z > t),
qrj(s) (resp. Tjj(s)) la contrainte normale (resp, le flux de cisaillement

appliquée par Sj

1 2

sur S, , au point M(s) de §, (1S, .
2 I ) )

ij(s) et 't&(s) sont nuls sur les parties de section non communes &

S. et S. .,
3 ]2

On supposera encore dans ce paragraphe qu'il n'y a pas
disparition ou apparition d'unités de contreventement & la cote t,
c'est-a-dire que les discontinuités du type ci-dessous sont pour le

moment exclues,

pas d'é1%

Ip

pas d*é1%

H

Dans les raisonnements ci-aprds, nous indicerons comme
précédemment en 1 (resp. 2) les grandeurs relatives ¢ la cection totale t §

(resp, t+)4 calculées dans le repére principal de cette section.



a - Transformotion des efforts normaux Ni(t)

N, =f T.{(s) dF = N.
h S. s’ )2
, o2

(dF aire élémentaire)

0On notero Nj'

b - Transformation des moments

lLes intégrations ci-dessous se font sur S, {1 S.

1 )
Mg = = f“.(s) o Gy () - y; (64 D) L oF
] ) i
Myi = -E_: f\—r.(s) . (xi(M) - xi(Gj.)) . dF.
] } i :

G. : centre de gravité de j en t (i = 1).ou't+ (i =2)

i

Mg = Z} U'j(s) RGN Z] Vi(Gji) . Ny
(1)

Myi = —E:- U'(s) . xi(M) . dF + Z xi(Gj.) . Nj

} } } 1
Or, en notant X = (CH":, E_;), on a, YV M
2727 717

xz(M) = X (M) . cos X + y-!(M) . singd + ><2(C1)
(2)

yz(M) = =% (M) . sin X + Y1 (M) ., cos X + yZ(C])

(rappelons que les axes principaux des sections 1 ou 2 sont rapportés

aux centres de flexion, C] ou C2>.
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ey = M) = - sine (9 () L) L o ccsxjvisi Crr 2
+2 (y,(C) -y (6. )) . N

Or, d'aprés les relations (1) ci-dessus :

jq- (s) « y, (M) . oF

[

Jo @ g0 a < me = oxle) L,

I }
De plus, My = Mx(t") et My} = Hy(t')

On en déduit :

+ - - . ‘ .
Mx(t ) = Mx(t ) . COSDL + Ny(t ) . sing - 2% yZ(Gi ) .

+Z-Ni . (—x1(G}])sin o+ y](Gj])cosu + yz(Cl))

Le dernier facteur des N] est égal & yz(G ).

(cf. Zensiine
relation du systeme (2) c1-degsus)

Par conséquent, on obtient :

(v) Mx(t+) = Mx(t—)6050k+ M (t7)sinx + 2 (y,(G. )-y.(G. Vi (gm

En procédant de méme, on trouve pour My(t+) :

(vi) my (£) = - M (F)sin +My(tf)cosu -% ("2(631);Xz(sz)).N}(z")-
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¢ - Transformation du bimoment

B, = ) b/r g{s) . in(s) . df  (i=1 pour t” et 2 pour t*)
]

On a intreduit au paragraphe précédent les points Rj dits

"noints de référence de 1l'unité de contreventement j".

Par suite du changement de géométrie que subit la section

totale du contreventement & la cote t, on a en général u)z(Rj) qéta](Rj)

0r, ¥Me S§ N Si , on peut écrire :
1 2

(3) (‘Jz(M) = w'}(“) + (Y‘E(Cz) - }’] (C])) . Xl(S)
~ (XT(C2> - X1(C])) ..y](s)‘+ }(i

Les 2&me et 3&me termes expriment le changement de pole
principal - Y i est une constante dépendant de j exprimant le changement

de point sectoriel initial principal,

En appliquant cette relation aux Rj’ on extrait la

valeur des Yj :

+ (% (C,) - x(cy)) . y‘(Ri)

Nous avons supposé dans le paragraphe précédent que l'on
se donnoit les coordonnées cartésiennes X(Rj) et Y(R,) (repére général)
des R. et leurs aires sectorielles principales dans chacun des trongons

constituant le contreventement, On peut donc calculer les X ;e




Utilisant la relation 3 ci-dessus, nous obtenons clors :

B(tT)

it

£ (@) . wys) . ar
j j ~2
z J o) w0 o

2% (yq (Cp)-y(€y)) ij/’ﬂ“(s) e x(s) . oF

+

Z (X-’ (CZ)-XT (C})) . Q‘(s) . Y'I (5) . dF
j .

2 v. . N,
* j Xl ]
Or, Jq’(s) . yy(s) o dF =+ M (t7) +Z Yq (Gj]) . Nj(t')
}

j:r(s) Cxy(s) L

(cf. paragraphe (b) précédent)

i

- My(t')-+2? x1(G}1) . Nj(t')

D'ob :

(VII) B(t+) = B(t-) - (Y](Cz) - Y](C])) . My(t“)
- (% (C)) - x(€))) . M (+7)

- Z Q5 LN

i }

On retrouve en effet comme facteur des N, la quantité

flj déja rencontrée dans 1l'étude des ZSuj(t).

Q] = w](Rj)_ @2(Rj)+(§/] (Cz)"'y] (C1)) . (X} (Rj)-X] (032))

-G (C)-xp (€)Y« (yy (Ry) - y](sz)




(viio)

(1x)

d'écrire :

(x)

NS

d - Efforts tranchents et moment de torsion

On a, par définition : (i = 1 pour t~ et 2 pour th)

Tyi -5 J/-Tg(s) . dyi

T
i
™M
s
O
Q.
&

Par conséquent :

T (£ - %th(s) . dx,

Tx(t+) = 2% ‘J(I} (s).d(xlcosct+ ypsine+ X2(ci)>
Tx(t+) = cosot, Tx(t") + sinet . Ty(t")

De méme :

Ty(t") = - sin .Tx(t") + cosek , Ty(t—)

La formule (3) du paragraphe ¢ précédent nous permet

d(wz) = dw] + (Y] (CZ) - (C])) . dx]

- (x} (Cz) - x} (C1)) . dY]
D'oU la relation suivante :

1Y) = HED o (r,€0,) = v, (6)) o T, (+7)

- (x](Cz) - x](C})) . Ty(t")
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I1.2.3. Matrice transfet de discontinuité de secticon

Nous avons, dans les paragraphes précédents, étudié la
transformation des composantes statiques et cinématiques de E(z) aqu

passage d'une discontinuité de section & la cote t,

Toutes les formules de transformation, notées de I a X,
expriment les composantes de E(t+) comme des combinaisons linéagires
des composantes de E(t7). On peut donc les résumer matriciellement,

sous la forme donnée page suivante,

La matrice carrée (13 + 2 m) x (13 + 2m) reliant

E(t+) & E (t7) est la matrice~transfert de discontinuité de section

d la cote t,
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1I.3., Fondation, sur sol élastique,

I1.3.1, Matrice transfert de fondation élastique

Nous allons introduire une matricr-transfert de fondation

élastique, valable pourvu que soient vérifides les hypothéses suivantes :

Hl : Le module k de raideur du sol est le méme en tout point

du systéme de fondation,

H2 : La structure est fondée sur semelle filante, et non sur radier

général,

H3 : Chaque unité de contreventement est fondée sur une semelle
filante indépendante, {(cf, Fig, 1 et Fig. 2)

H4 : Le sol est comprimé en tout point de chaque semelle (i.e., il n'y

a pes de décollement),

Ces hypothéses restrictives vont permettre de simplifier
considérablement le raisonnement ci-aprés. Nous indiquerons dans le

paragraphe suivant comment nous en affranchir.

1 * 1 gum— E::"
] SRR
o
o i
e L
< unité j :
9, — =1
=
o
-
+
—
L - l } [ ]
S
77 -‘o.‘i.-.;.::oﬂ.;‘f.‘;t?f “:05‘2: °,'§:‘:'l 3?21///
D AN G N S XX T:
semelle j
Fig., 1 Fig. 2

La fig, 2 donne un exemple de systéme de fondation, lLa




74 )

*®

troce des éléments de contreventement du ler trongon apporait en traits

gIGS.

Le systéme de fondation est rapporté & son repére principal

On introduit aussi, comme pour un trongon normal, le point C, pdle secto-

riel principal et centre de flexion, & partir duguel on calcule les aires
sectorielles principales, On introduit enfin les quantités I Iyy’ Jw |
et Sj (surface portante de la semelle j) (Remarquons que ce sont les
inerties et non les rigidités qui seront ici utilisées, contrairement au

cas des troncons proprement dits).

Soit M un point quelconque d'une semelle de fondation
3 (1 ¢ £ m), u(M) son déplacement vertical en z = 0 et (M) la

contrainte exercée par la semelle j sur le sol au point M,

Les efforts internes dans la section d'encastrement sont :

M (o)

X

Ik

“Lo| o () (G- y(0) . oF

} J semelle j

il

+ 2 T (M)

j Jsemelle

(1) MY(O) (x(Gj) - x{(M)) . dF

b w #

B(o) + L o (M) L (M), dF

J Jsemelle j

N(o) = +2Z - (M) . dF
semelle j

Nous avons supposé qu'il n'y a pas décollement, Donc, en
tout point M de la semelle j : o (M) = ko u(M) , avec :

u(M) = u;(o) - V(o) (x(M)-x(65)) - vi (o) (y(M)-5(6;)) - 8'(o) (M

On peut donc, dans chaque intégrale du systéme (1)
ci-dessus, remplacer v (M) par l'expression développée de u(M) multi-

pliée pax-k,



Comme x, y et w sont des coordonnées généralisées

principales, on a :

Z | ((65) - y() . (x(6)) - x(M)) . dF = 0
J “semelle j
_ (y(Gj) - y(M)?Z ., oF = I,
) Jsemelle j
(x(65) = x(M)* . &F = I,

] semelle j

= (x(65) - x(M)) L (M) .o =2 (y(Gi)-y(M)j.w(M).dF =
) Jsemelle j ) Ysemelle |

g;Jﬂ;(M))Z CdF = Jy
¥ semelle j

Gj étant centre de gravité de la semelle ]

(y(e;) - y(M) . = 0
semelle j
(x(6) - x(M)) . d&F = O
semelle j

Par choix du point sectoriel initial de la semelle j

jw(n) = 0
emelle j

Enfin, par définition :

semelle j -
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Aprés développement des formules (1) et simplification,

il vient :

o) = -k I . vle)
My(o) = + k. Ixx . v;(o)
Blo) = -k .Jy »8'(0)
Nj(O) = + k., Sj . Ui(O) )

Nous cllons maintenant considérer que le véritable

encastrement de la structure est un encastrement rigide situé juste

aqu~dessous de la liaison élastique gue nous venons d'étudier.

état déformé réel:

. +
nivedu O

]milieu élastique

T T

encastrement rigide fictif:

niveau 0O

A l'encastrement rigide fictif, on o bien sOr : j

uj(O) = vi{e) = v;,(O) = 0'(o) = 0

. .
Par contre, aprés la licison élastigue, i.e. en 07,
r f




/7.

ces quantités deviennent :

() = @ (o) [k . 1

on -—Qlyo . X%
v;’(o*‘) = @ (o) / k. Iy
01(6") = -8(0) / k. Jo
Uj(°+) =+ Ni(o) / k. Sj

(On a tout de suite tenu compte du fait que les efforts internes se

conservent au passage de la liaison élastique)

d'ob la matrice transfert de fondation élastique explicitée

page suivante,

IT1.3.2. Généralisation

Nous allens reprendre chacune des hypothéses restrictives
faites au paragraphe précédent, en indiquant comment il est possible de

s'en affranchir :

HI : "Le module de raideur k du sol est le méme en tout point
du systéme de fondation", Supposons que la semelle j soit fondée
sur un sol de coefficient d'élosticité k, # k, Il suffit, pour utiliser
le raisonnement ci-dessus, de remplacer dés le début des calculs la
semelle j par une semelle équivalente de largeur e{s) . kj/k, fondée

sur le sol de coefficient k.

H2 : "La structure est fondée sur semelle filante et non sur radier
général™, On peut ici faire un calcul auxiligire utilisaont la
méthode des éléments finis ou la Théorie des Equivalences : le systéme
modélisé sol élastique + radier + base des éléments de contreventement est
soumis successivement & des déplacements unitaires v;(o) =1, v;(o) =1,

8'(o) = 1, u;(o) = 1, qui permettent de calculer numériquement les




/8.

Passage d'un systéme de fondation élastique {niveou o)

et

ore.

(42)°N
(%)

-

L
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coefficients de proportionnalité intervenant dons la matrice transfert

de fondation élastique,

H3 : "Chagque unité de contreventement est fondée sur une semelle

indépendante”,

unité k

semelle commune & j et k

Il suffit de considérer la partie non hachurée du schéma co-
me un Linteau : Une matrice transfert de passage de niveau @ linteaux

sera associée 0 la matrice de fondotion élastique :
.
E(O ) = ML . Mk . E(O)

H4 : "Le sol est comprimé en tout point de chaque semelle”. Quand on

tient compte des charges verticales permanentes et des surcharges,
cette hypothése est la plupart du temps vérifiée, Si on veut absolument
corriger les résultats dans le cas oU elle ne l'est pas, il faut refaire
le calcul en supprimant les parties de semelle soulevées, Si une semelle j é
est entiérement soulevée, on peut prendre pour Sj la valeur réelle divisée
par 10 ou 100 : faire S. = O introduirait des termes infinis dans le

calcul et conduirait & des résultats cberrants,




